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Re´sume´ - Abstract : Nous proposons une formulation au sens des moindres carre´s espace-temps de
l’e´quation du transport qui permet d’obtenir un principe du maximum pour une approximation avec un
espace d’e´le´ments finis de Lagrange quadrangulaires du premier ordre.
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1 Formulation au sens des moindres carre´s espace-temps de l’e´quation du transport
La motivation pour e´tudier cette question vient de l’imagerie dynamique ou du suivi d’image en ge´ne´ral.
L’e´quation du flot optique (voir par exemple [1]) qui est a` la base de tre`s nombreuses me´thodes destimation
ou de suivi, est une e´quation du transport pour le niveau de gris u servant a de´crire l’image.{
∂tu(x, t) +
(
v(x, t)/∇u(x, t)
)
= 0; dansΩ× (0, 1) = Q
u(x, 0) = ρ0; u(x, 1) = ρ1 dansΩ.
(1)
Ici
(
· / ·
)
de´signe le produit scalaire euclidien, v est la vitesse suppose´e re´gulie`re (C1), ρ0 et ρ1 sont
les conditions initiales et finales et sont donne´es. Si nous ne conside´rons pas la condition finale, nous
avons un e´quation du transport classique. Dans la suite de cet article nous ne conside´rons que l’e´quation
classique du transport.
Notant v˜ =

 1v1
v2

 et ∇˜ le gradient espace temps, nous notons ∂Q− la partie entrante du bord de Q
c’est-a`dire les points du bord ou la normale n ve´rifie :
(
v˜/n
)
< 0. De´finissons ρ(x, t) = u(x, t)−(1−t)ρ0(x),
et
f = ∂t(1− t)ρ0(x) +
(
v(x, t)/∇(1 − t)ρ0(x)
)
.
Une formulation au sens des moindres carre´s espace-temps ( voir [4] par exemple) pour le proble`me (1)
lorsque la condition initiale a e´te´ releve´e s’e´crit : trouver ρ ∈ H(∂Q−) ve´rifiant :∫
Q
(
v˜/∇˜ρ
)(
v˜/∇˜ϕ
)
dxdt =
∫
Q
f
(
v˜/∇˜ϕ
)
dxdt;∀ϕ ∈ H(∂Q−); (2)
ou` H(∂Q−) = {ϕ ∈ L
2(Q),
(
v˜/∇˜ϕ
)
∈ L2(Q), ϕ = 0 sur ∂Q−}. Dans [2], il est de´montre´ que le proble`me
(2) est un proble`me bien pose´ dans l’espace de Sobolev anisotrope H(∂Q−). De plus il est de´montre´ que
si la condition initiale ρ0 est non ne´gative, alors la solution ρ est non ne´gative.
2 Approximation par une me´thode d’e´le´ments finis espace-temps
Pour l’approximation du proble`me (2) par des e´le´ments finis de Lagranges quadrangulaires, et une
me´thode de marche en temps, nous renvoyons a` [3] par exemple. Dans ce qui suit nous donnons un re´sultat
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Figure 1 – solution moindres carre´s apre`s un pas de temps et apre`s 20 pas de temps.
nume´rique lorsque Ω = (0, 1), v = 1 et pour une condition initiale ρ0(x) =
1
2 (1− tanh (100x − 50)),
ρ(0, t) = 0 et h = 1/80 et avec un pas de temps τ = 1/80.
Dans cet expose´ je pre´senterai une formulation modifie´e, qui permet de respecter le principe du maximum
pour l’approximation du proble`me par une me´thode d’e´le´ments finis lorsque la pas h est suffisamment
petit. Dans ce qui suit nous pre´sentons les re´sultats de notre me´thode sans modifier le pas d’espace.
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Figure 2 – solution moindres carre´s modifie´s apre`s un pas de temps et apre`s 20 pas de temps.
Conclusion :
Nous avons propose´ une sche´ma qui permet de satisfaire le principe du maximum pour une formulation au
sens des moindres carre´s espace-temps approche´es par une me´thode d’e´le´ments finis pour h suffisamment
petit, mais qui pour h quelconque ame´liore nettement les re´sultats nume´riques.
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